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Àííîòàöèÿ
Â ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
îäíîãî ìîäåëüíîãî "òðåõ÷àñòè÷íîãî"îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà Í. Äîêàçûâàåòñÿ
òåîðåìà î íåîáõîäèìîì è äîñòàòî÷íîì óñëîâèÿõ äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ áåñêîíå÷-
íîãî ÷èñëà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé â ìîäåëè Í, íèæå íèæíåãî êðàÿ ñóùåñòåííîãî
ñïåêòðà.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñïåêòð, ñóùåñòâåííûé ñïåêòð, äèñêðåòíûé
ñïåêòð, ýåêò Åèìîâà.
1. Ââåäåíèå
Èññëåäîâàíèå äèñêðåòíûõ ñïåêòðîâ îïåðàòîðîâ Øðåäèíãåðà ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå
èíòåíñèâíî èçó÷àåìûì îáúåêòîì â òåîðèè îïåðàòîðîâ. Îäíèì èç âàæíûõ âîïðîñîâ
â ñïåêòðàëüíîì àíàëèçå îïåðàòîðîâ Øðåäèíãåðà ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå áåñêîíå÷íîñòè
÷èñëà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ëåæàùèõ âíå ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà, ò.å. ñóùåñòâîâà-
íèå ýåêòà Åèìîâà â äàííîé ìîäåëè. Ýòîò ýåêò âïåðâûå áûë îáíàðóæåí Åè-
ìîâûì [1℄ äëÿ òðåõ÷àñòè÷íûõ îïåðàòîðîâ Øðåäèíãåðà â íåïðåðûâíîì ïðîñòðàíñòâå.
Ñòðîãîå ìàòåìàòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ýåêòà Åèìîâà áûëî ïðî-
âåäåíî â ðàáîòå [2℄, à çàòåì â ðàáîòàõ [3,4℄ è äð.
Ïîìîåìó, âïåðâûå â ðàáîòå Ñ.Í. Ëàêàåâà [5,6℄ äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ýåê-
òà Åèìîâà äëÿ äèñêðåòíîãî îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà òðåõ÷àñòè÷íîé ñèñòåìû. Ìåòîä
áûë îñíîâàí íà àíàëèòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ îïðåäåëèòåëåé Ôðåäãîëüìà. Çàòåì â ðàáî-
òàõ [7-10℄ èçó÷åíî ñóùåñòâîâàíèå ýåêòà Åèìîâà äëÿ òðåõ÷àñòè÷íûõ äèñêðåòíûõ
îïåðàòîðîâ Øðåäèíãåðà ìåòîäîì À.Â. Ñîáîëåâà (ò.å. ìåòîäîì àñèìïòîòèêè) [11℄.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷åíî ñóùåñòâîâàíèå ýåêòà Åèìîâà äëÿ îäíîãî ìî-
äåëüíîãî äèñêðåòíîãî "òðåõ÷àñòè÷íîãî"îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà, âîçíèêàþùèõ â ìî-
äåëè Õàááàðäà. Ïðè èññëåäîâàíèè ýåêòà Åèìîâà, ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ èí-
ñòðóìåíòàìè ïðèíöèïà ìèíèìàêñà äëÿ îãðàíè÷åííûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ
è ñâîéñòâàìè ïîëîæèòåëüíûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Â ñòàòüå, ãëàâíûì îáðàçîì
ïðèâåäåíû äîñòàòî÷íûå è íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ äëÿ ñóùåñòâàâàíèÿ ýåêòà Åè-
ìîâà, íèæå íèæíåãî êðàÿ ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà â äàííîé ìîäåëè.
2. Íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ è íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ
Ïóñòü Ω1 ⊂ Rd1 , d1 ∈ N è Ω2 ⊂ Rd2 , d2 ∈ N - êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà.
àññìîòðèì íåïðåðûâíûå óíêöèè k1(x, s) íà Ω
2
1, k1(x, s) = k1(s, x) è k2(y, t) íà
Ω22, k2(y, t) = k2(t, y). Â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2(Ω1×Ω2) ðàññìîòðèì ÷àñòè÷-
íî èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû T1 è T2 :
T1f(x, y) =
∫
Ω1
k1(x, s)f(s, y)dν1(s), f ∈ L2(Ω1 × Ω2),
1
T2f(x, y) =
∫
Ω2
k2(y, t)f(x, t)dν2(t), f ∈ L2(Ω1 × Ω2).
Ïóñòü k0(s, x) - ïðîèçâîëüíàÿ âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ íåïðåðûâíàÿ óíêöèÿ íà
Ω1 × Ω2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç H0 îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà óíêöèþ k0(x, y), ò.å.
H0f(x, y) = k0(x, y)f(x, y), f ∈ L2(Ω1 × Ω2).
àññìîòðèì ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð
H = H0 − T (1)
äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàíñòâå L2(Ω1 × Ω2), ãäå
T = T1 + T2. (2)
Îïåðàòîð H (1) ÿâëÿåòñÿ îáùèì ìîäåëîì "òð¼õ÷àñòè÷íîãî"äèñêðåòíîãî îïå-
ðàòîðà Øðåäèíãåðà, âîçíèêàþùèé â ìîäåëè Õàááàðäà íà ïðèìåñíîé ðåøåòêå [ñì.
12℄.
Ñóøåñòâåííûé ñïåêòð îïåðàòîðà H â áîëåå îáùåì âèäå èçó÷åí â ðàáîòå [12℄.
Â ðàáîòå [13℄ èçó÷åí ñóùåñòâåííûé è äèñêðåòíûé ñïåêòð îïåðàòîðîâ â ìîäåëè (1),
êîãäà ïîòåíöèàëüíàÿ óíêöèÿ k0(x, y) èìååò ñïåöèàëüíûé âèä: k0(x, y) = u(x)+h(y).
×åðåç ρ(·), σ(·), σe(·) è σd(·) îáîçíà÷èì, ñîîòâåòñòâåííî, ðåçîëüâåíòíîå ìíîæå-
ñòâî, ñïåêòð, ñóùåñòâåííûé ñïåêòð è äèñêðåòíûé ñïåêòð ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòî-
ðîâ [14℄.
Â ìîíîãðàèè [15℄ ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìèíèìàêñà èçó÷åíû ñïåêòðàëüíûå
ñâîéñòâà çàäàííûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ îãðàíè÷åííûõ ñíèçó, äåéñòâóþùèõ
â ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è áåñêîíå÷íîñòü äèñêðåòíîãî ñïåêòðà (ò.å. ñóùåñòâîâàíèå ý-
åêòà Åèìîâà) äëÿ íåêîòîðûõ ìíîãî÷àñòè÷íûõ ãàìèëüòîíèàíîâ. Ñíà÷àëà, ìû èç-
ëîæèì ïðèíöèï "ìèíèìàêñà"äëÿ îãðàíè÷åííûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ, êîòî-
ðûì áóäåì ïîëüçîâàòñÿ ïðè èññëåäîâàíèè íà êîíå÷íîñòü èëè áåñêîíå÷íîñòü äèñêðåò-
íîãî ñïåêòðà â ìîäåëè (1).
Ïóñòü H− ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, A : H → H− ëèíåéíûé
îãðàíè÷åííûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð.
Ïîëîæèì
Emin = Emin(A) = inf{λ : λ ∈ σe(A)}.
Èìååì Emin(A) ∈ σe(A). ×èñëî Emin(A) áóäåì íàçûâàòü íèæíûì êðàåì ñóùåñòâåí-
íîãî ñïåêòðà îïåðàòîðà A.
Îïðåäåëèì âåùåñòâåííîå ÷èñëî
Smin = Smin(A) = inf{(Ax, x) : x ∈ H, ‖x‖ = 1}.
Òîãäà Smin(A) ∈ σ(A) è ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x1 ∈ H, ‖x1‖ = 1 òàêîé, ÷òî Smin(A) =
(Ax1, x1).
Ïîñòðîèì îãðàíè÷åííóþ âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü µn = µn(A),
n ∈ N ñëåäóþùèì ñïîñîáîì:
µ1(A) = Smin(A) = (Ax1, x1)
2
èµ(1)κ (A) = µ1(Aκ−1) = Smin(Aκ−1), κ = 2, 3, ...
ãäå Aκ− ñóæåíèå îïåðàòîðà A íà ïîäïðîñòðàíñòâî
Hκ = {x ∈ H : (x, xi) = 0, i = 1, 2, ..., κ},
Çäåñü Smin(Aκ−1) = (Aκxκ, xκ), xκ ∈ Hκ−1, ‖xκ‖ = 1, κ = 2, 3, ... .
Ïîëîæèì
µn(A) = sup{µ1(A), µ(1)2 (A), ..., µ(1)n (A)}, n ∈ N. (3)
Òåîðåìà 2.1. (ïðèíöèï ìèíèìàêñà äëÿ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ â îïåðàòîðíîé
îðìå). Ïóñòü A : H → H− îãðàíè÷åííûé ñàìîñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð. Òîãäà äëÿ
êàæäîãî èêñèðîâàííîãî n ∈ N,
ëèáî
(à) ñóùåñòâóåò n ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (ñ÷èòàÿ âûðîæäåííûå ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ ñòîëüêî ðàç,êàêîâà èõ êðàòíîñòü), ëåæàùèõ íèæå íèæíåãî êðàÿ Emin(A)
ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà, à µn(A) èç (3) åñòü n− å ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà
A (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè),
ëèáî
(á) µn(A)− íèæíèé êðàé ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà îïåðàòîðà A, ò.å. µn(A) =
Emin(A), ïðè ýòîì µn(A) = µn+κ(A), ∀κ ∈ N è ñóùåñòâóåò ñàìîå áîëüøåå n− 1 ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè), ëåæàùèõ íèæå íèæíåãî êðàÿ Emin(A)
ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà îïåðàòîðà A.
Ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð A : H → H íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì è
ïèøåòñÿ A ≥ 0 èëè 0 ≤ A, åñëè (Ax, x) ≥ 0, ∀x ∈ H.
Cëåäñòâèå 2.1. Ïóñòü A,B : H → H− ëèíåéíûå îãðàíè÷åííûå ñàìîñîïðÿ-
æåííûå îïåðàòîðû, A ≤ B (B − A ≥ 0) è Emin(A) = Emin(B). Òîãäà
µn(A) ≤ µn(B), n ∈ N. (4)
3. Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ
Èçó÷èì êîíå÷íîñòü è áåñêîíå÷íîñòü äèñêðåòíîãî è ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà ñà-
ìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà T (2). Îïðåäåëèì êîìïàêòíûå èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû
K1 è K2, äåéñòâóþùèå ñîîòâåòñòâåííî â L2(Ω1) è L2(Ω2) ïî ïðàâèëàì
(K1ϕ)(x) =
∫
Ω1
k1(x, s)ϕ(s)dν1(s),
(K2φ)(y) =
∫
Ω2
k2(y, t)φ(t)dν2(t).
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Îïåðàòîð T ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíî ýêâèâàëåíòíûì îïåðàòîðó K = K1
⊗
E+E
⊗
K2 äåé-
ñòâóþùåãî â ïðîñòðàíñòâå L2(Ω1)
⊗
L2(Ω2)(ñì.[12,16℄), ãäå E - òîæäåñòâåííûé îïåðà-
òîð,
⊗
- òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷èì [14℄ σ(T ) = σ(K1)+σ(K2).
Îòñþäà èìååì [16℄
σe(T ) = σ(K1) ∪ σ(K2) = {0} ∪ σd(K1) ∪ σd(K2),
σd(T ) = {ω : ω = α+ β /∈ σ(K1) ∪ σ(K2), α ∈ σd(K1), β ∈ σd(K2)}.
Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ìîùíîñòü ìíîæåñòâ σe(T ) è σd(T ) íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíà. Èç
ïðåäñòàâëåíèÿ ñóùåñòâåííîãî è äèñêðåòíîãî ñïåêòðà îïåðàòîðà T, ëåãêî ñëåäóåò
Ïðåäëîæåíèå 3.1. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:
(à)|σd(Kκ)|+ 1 ≤ |σe(T )|, κ = 1, 2;
(á)|σe(T )| ≤ |σd(K1)|+ |σd(K2)|+ 1;
(â) |σd(T )| ≤ |σd(K1)| · |σd(K2)|,
ãäå | · |− ìîùíîñòü ìíîæåñòâà.
Ïðåäëîæåíèå 3.2. Äèñêðåòíûé ñïåêòð (ñóùåñòâåííûé ñïåêòð) îïåðàòîðà T
êîíå÷åí, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äèñêðåòíûé ñïåêòð êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ
K1 è K2 êîíå÷åí.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü î÷åâèäíà. Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Äîïóñòèì
îáðàòíîå: äèñêðåòíûé ñïåêòð îïåðàòîðà T êîíå÷åí, à äèñêðåòíûé ñïåêòð îïåðàòîðà
K1 èëè K2 áåñêîíå÷åí. Íàäî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî äèñêðåòíûé ñïåêòð ñàìîñîïðÿæåííûõ
êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ, ñîñòîèò èç âñåõ èõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îòëè÷íûõ îò íóëÿ.
Íå íàðóùàÿ îáùíîñòè ìû ñ÷èòàåì, ÷òî σd(K1)− êîíå÷åí è σd(K2)− áåñêîíå÷åí. Òîãäà
ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü βn, n ∈ N ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðàK2 òàêàÿ,
÷òî lim
n→∞
βn = 0.
Ïóñòü α ∈ σd(K1). Òîãäà α + βn ∈ σ(T ), n ∈ N. Áóäåì âûáðàñûâàòü èç ÷ëåíîâ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ωn = α+βn, n ∈ N òå ÷ëåíû, äëÿ êîòîðûõ ωκ ∈ σd(K1). Òîãäà êî-
ëè÷åñòâî âûáðàøåííûõ ÷ëåíîâ ω′1, ω
′
2, ..., èç {ωn}n∈N êîíå÷íî, òàê êàê ñàìî ìíîæå-
ñòâî σd(K1) êîíå÷íî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç {ω(1)κ }κ∈N ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç {ωn}n∈N
òàêèõ, ÷òî ω(1)κ /∈ σd(K1), ∀κ ∈ N. Òåïåðü áóäåì âûáðàñûâàòü èç {ω(1)κ }κ∈N òå ÷ëåíû,
äëÿ êîòîðûõ ω(1)κ ∈ σd(K2). Îäíàêî, êîëè÷åñòâî âûáðàøåííûõ ÷ëåíîâ ω′′1 , ω′′2 , ...,
èç {ω(1)κ }κ∈N áóäåò êîíå÷íî, èíà÷å ñóùåñòâîâàëà áû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ω′′κ}κ∈N ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà K2 òàêàÿ, ÷òî lim
κ→∞
ω′′κ = α 6= 0, à ýòî
ïðîòèâîðå÷èò êîìïàêòíîñòè îïåðàòîðà K2.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç {ω(2)κ }κ∈N ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîÿùóþ èç ÷ëåíîâ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü {ω(1)κ }κ∈N òàêóþ, ÷òî ω(2)κ /∈ σd(K2), ∀κ ∈ N. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì
ω
(2)
k = α+βnk ∈ σd(T ), ∀κ ∈ N, ãäå βnκ− ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{βn}n∈N ⊂ σd(K2). Îòñþäà, |σd(T )| =∞, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ.
Ïðåäëîæåíèå 3.3. Äèñêðåòíûé ñïåêòð (ñóùåñòâåííûé ñïåêòð) îïåðàòîðà T
áåñêîíå÷åí, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äèñêðåòíûé ñïåêòð îïåðàòîðà K1 èëè K2
áåñêîíå÷åí.
4. Ýåêò Åèìîâà
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Ñóùåñòâåííûé ñïåêòð σe(H) îïåðàòîðà H ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå (Òåîðåìà 3.3
[12℄):
σe(H) = σ(H0) ∪ σ(H0 − T1) ∪ σ(H0 − T2).
Â äàëüíåéøåì, ïðåäïîëîæèì ÷òî â ìîäåëè (1) k0(x, y)− ïðîèçâîëüíàÿ íåîòðè-
öàòåëüíàÿ óíêöèÿ íà Ω1 × Ω2 è k−10 ({0}) ∩ Ω1 × Ω2 6= Ø è K1 ≥ 0, K2 ≥ 0.
Òåîðåìà 4.1.ÏóñòüH0 ≥ (Emin(H)+η0)E, ãäå η0 = supσe(T ). Åñëè äèñêðåòíûé
ñïåêòð σd(T ) îïåðàòîðà T (2) êîíå÷åí, òîãäà êîëè÷åñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé â
ìîäåëè (1), ëåæàùèõ íèæå íèæíåãî êðàÿ Emin(H) ñóøåñòâåííîãî ñïåêòðà σe(H)
êîíå÷åí.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì
σe(η0E − T ) = {ω : ω = η0 − λ, λ ∈ σe(T )}.
Òîãäà σe(η0E − T ) ⊂ [0,∞) è 0 ∈ σe(η0E − T ). Îòñþäà Emin(T ) = Emin(η0E − T ) = 0.
Òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî
Emin(H − Emin(H)) = Emin(η0E − T ) = 0.
Èç H0 ≥ (Emin(H) + η0)E ñëåäóåò, ÷òî η0E − T ≤ H − Emin(H) · E. Òîãäà â ñèëó
íåðàâåíñòâà (4)
µκ(η0E − T ) ≤ µκ(H − Emin(H) · E), κ ∈ N.
Ïóñòü |σd(T )| = m. Òîãäà äëÿ ìíîæåñòâà
σ0d(η0E − T ) = {ω : ω ∈ σd(η0E − T ), ω < 0}
èìååì
1 ≤ |σ0d(η0E − T )| = m0 ≤ m,
ò.å. ÷èñëî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà η0E − T, ëåæàùèõ íèæå íèæíåãî êðàÿ
ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà σe(η0E − T ) íå áîëüøå ÷åì m.
Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó òåîðåìû 2.1 ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî n òàêîå, ÷òî
µn+κ(η0E − T ) = 0, ∀κ ∈ N ∪ {0}.
Îòñþäà, èìååì µn+κ(H−Emin(H) ·E) = 0, ∀κ ∈ N ∪{0}, ò.å. êîëè÷åñòâî îòðèöàòåëü-
íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà H − Emin(H) · E êîíå÷íî. Ñëåäîâàòåëüíî, êî-
ëè÷åñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà H ëåæàùèõ íèæå íèæíåãî êðàÿ Emin(H)
ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà, òàêæå áóäåò êîíå÷íîé.
Èç òåîðåìû 4.1. ñëåäóþò
Òåîðåìà 4.2 Ïóñòü H0 ≥ (Emin(H)+η0)E. ×òîáû â ìîäåëè (1) íèæå íèæíåãî
êðàÿ Emin(H) ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà σe(H) ñóùåñòâîâàë ýåêò Åèìîâà íåîáõî-
äèìî, ÷òîáû îïåðàòîð T èìåë áåñêîíå÷íûé äèñêðåòíûé ñïåêòð, ò.å. |σd(T )| =∞.
Â ïðîñòðàíñòâå L2(Ω1×Ω2) îïðåäåëèì ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîðû W1 è W2 :
W1 = H0 − T1, W2 = H0 − T2.
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Íàäî îòìåòèòü, ÷òî äèñêðåòíûé ñïåêòð ó îïåðàòîðàW1 èW2 îòñóòñòâóåò. Òàê êàê, åñ-
ëè f(x, y) ñîáñòâåííàÿ óíêöèÿ îïåðàòîðà W1, ò.å. W1f = λf, äëÿ íåêîòîðîãî λ ∈ R,
òî äëÿ óíêöèé g(x, y) = ψ(y)f(x, y) èìååì W1g(x, y) = λg(x, y), ãäå ψ(y) - ïðî-
èçâîëüíàÿ ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííàÿ èçìåðèìàÿ óíêöèÿ çàäàííàÿ íà Ω2. Ñëåäî-
âàòåëüíî, âñÿêîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà W1, ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîêðàòíûì,
ò.å. σd(W1) = ∅. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî σd(W2) = ∅.
Â ñèëó òåîðåìû 3.3 èç [12℄ âûòåêàåò, ÷òî äëÿ íèæíåãî êðàÿ Emin(H) ñó-
ùåñòâåííîãî ñïåêòðà îïåðàòîðà H èìååòñÿ äâà ñëó÷àå: Emin(H) = Emin(W1) èëè
Emin(H) = Emin(W2).
Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü Emin(H) = Emin(W1) = Λ1 ≤ Emin(W2). Åñëè ñóùåñòâóåò
îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà {ϕn}n∈N ⊂ L2(Ω2) óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ
(W1fκ, fκ) < Λ1 + (T2fκ, fκ), κ ∈ N, (5)
ãäå fκ(x, y) = ϕ0(x)ϕκ(y), ϕ0(x) ≡ 1, òîãäà íèæå íèæíåãî êðàÿ ñóùåñòâåííîãî ñïåê-
òðà îïåðàòîðà H ñóùåñòâóåò ýåêò Åèìîâà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå L2(Ω2) ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííàÿ
ñèñòåìà {ϕn}n∈N óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (5). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî
‖T2fn‖ =
√
ν1(Ω1)‖K2ϕn‖, n ∈ N.
Â ñèëó êîìïàêòíîñòè îïåðàòîðà K2 èìååì limn→∞ ‖K2ϕn‖ = 0. Îäíàêî, èìååì
σ(W1) = σe(W1).
Îòñþäà è èç íåðàâåíñòâî (5) ïîëó÷èì, ÷òî
Λ1 ≤ (W1fn, fn) < Λ1 + (T2fn, fn), n ∈ N.
Ñëåäîâàòåëüíî èìååì limn→∞(W1fn, fn) = Λ1. Çíà÷èò limn→∞(Hfn, fn) = Λ1. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû (Hfn, fn) < Λ1, n ∈ N. Òîãäà, íå íàðóùàÿ îáùíîñòè, ìû ìîæåì ïðåäïîëî-
ãàòü, ÷òî ñèñòåìà {fn}n∈N "óïîðÿäî÷åíà"â ñëåäóþùåì ñìûñëå:
(Hfκ, fκ) ≤ (Hfκ+1, fκ+1), κ ∈ N.
Èìååì
Smin(H) = µ1(H) ≤ (Hf1, f1) < Λ1,
ò.å. ñóøåñòâóåò g1 ∈ L2(Ω1 × Ω2), ‖g1‖ = 1 òàêàÿ, ÷òî µ1(H) = (Hg1, g1) < Λ1 è
ïî òåîðåìå î ïðèíöèïå ìèíèìàêñà ÷èñëî µ1(H) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì
îïåðàòîðà H.
Äëÿ êàæäîãî κ ∈ N îïðåäåëèì ïîäïðîñòðàíñòâî Lκ ⊂ L2(Ω1 × Ω2) :
Lκ = {f ∈ L2(Ω1 × Ω2) : (f, fj) = 0, j = 1, 2, ..., κ}.
Ïóñòü Hκ ñóæåíèå îïåðàòîðà H íà ïîäïðàñòðàíñòâî Lκ, κ ∈ N. Äëÿ îïåðàòîðà
H1 èìååì
µ1(H1) = Smin(H1) = inf{(H1f, f) : f ∈ L1, ‖f‖ = 1} ≤ (H1f2, f2) = (Hf2, f2) < Λ1.
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Òàê êàê, f2 ∈ L1, ‖f‖ = 1, òî ñóùåñòâóåò g2 ∈ L1, ‖g2‖ = 1 òàêàÿ, ÷òî µ1(H1) =
(H1g2, g2) = (Hg2, g2) < Λ1.
Äëÿ êàæäîãî κ ≥ 2 ïîâòîðÿÿ àíîëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå, èìååì
µ1(Hκ) = Smin(Hκ) = inf{(Hκf, f) : f ∈ Lκ, ‖f‖ = 1} ≤
≤ (Hκfκ+1, fκ+1) = (Hfκ+1, fκ+1) < Λ1.
Ïîñêîëüêî, fκ+1 ∈ Lκ, ‖fκ+1‖ = 1, κ ≥ 2. Òîãäà ñóùåñòâóåò gκ+1 ∈ Lκ, ‖gκ+1‖ = 1
òàêàÿ, ÷òî
µ1(Hκ) = (Hκgκ+1, gκ+1) = (Hgκ+1, gκ+1) < Λ1.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî κ ∈ N îïåðàòîð ñóæåíèÿ Hκ èìååò ñîáñòâåííîå
çíà÷åíèå
µ1(Hκ) < Λ1 è µ1(Hκ) ≤ µ1(Hκ+1), κ ∈ N.
Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäîå ÷èñëî ωκ = µ1(Hκ) < Λ1, κ = 0, 1, 2, ..., ÿâëÿåòñÿ ñîá-
ñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà H, ãäå H0 = H è lim
n→∞
ωn = Λ1. 
Òåîðåìà 4.4. Ïóñòü Emin(H) = Emin(W2) = Λ2 ≤ Emin(W1). Åñëè ñóùåñòâóåò
îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà {ϕn}n∈N ⊂ L2(Ω1) óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ
(W2fκ, fκ) < Λ2 + (T1fκ, fκ), κ ∈ N, (6)
ãäå fκ(x, y) = ϕκ(x)ϕ0(y), ϕ0(y) ≡ 1, òîãäà íèæå íèæíåãî êðàÿ ñóùåñòâåííîãî ñïåê-
òðà îïåðàòîðà H ñóùåñòâóåò ýåêò Åèìîâà.
5. Ïðèìåð
àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü p0 = 0, p1 =
1
2
, pn = pn−1+
1
2n
, n ∈ N.Ïîëîæèì
qn =
pn − pn−1
2
, n ∈ N.
Íà [0, 1] îïðåäåëèì óíêöèþ u(x)
u(x) =
{
0, åñëè x ∈ [0, 1
2
]
u0(x), åñëè x /∈ [0, 12 ]
ãäå u0(x) =
∑
n∈N
δnrn(x),
rκ(x) =
{ pκ−1−x
pκ−1−qκ
, åñëè x ∈ [pκ−1, qκ]
pκ−x
pκ−qκ
, åñëè x ∈ [qκ, pκ]
è
δ1 = 1, δn ≤ (
√
2
3
)n, n ≥ 2.
Â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1] ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îðòîíîðìèðîâàííûõ óíê-
öèé
ϕn(y) = 2
n+1
2 sin ξn(y),
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ãäå
ξκ(y) =
{
pi
pκ−pκ−1
(y − pκ−1), åñëè y ∈ [pκ−1, pκ]
0, åñëè y /∈ [pκ−1, pκ].
Îïðåäåëèì ÿäðî k2(y, t), çàäàííîé îðìóëîé
k2(y, t) =
∑
n∈N
(
2
3
)nϕn(y)ϕn(t). (7)
ÿä (7) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà êâàäðàòå [0, 1]2. Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàëüíûé îïå-
ðàòîð K2, çàäàííûé ÿäðîì k2(y, t), ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì è ïîëîæèòåëüíûì â
L2[0, 1].
Â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1] ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ìîäåëü
H = H0 − (γT1 + T2), γ ≥ 2
3
(8)
ãäå
H0f(x, y) = u(x)u(y)f(x, y)
T1f(x, y) =
1∫
0
f(s, y)dν(s),
T2f(x, y) =
1∫
0
k2(y, t)f(x, t)dν(t).
Ïîêàæåì, ÷òî â ìîäåëè (8) íèæå íèæíåãî êðàÿ ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà ñó-
ùåñòâóåò ýåêò Åèìîâà. àñìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îðòîíîðìèðîâàííûõ
óíêöèé fn ∈ L2[0, 1]2, n ∈ N :
fn(x, y) = ϕ0(x)ϕn(y), n ∈ N,
ãäå ϕ0(x) ≡ 1. Èìååì
((H0 − γT1)f1, f1) = (H0f1, f1)− γ(T1f1, f1) = −γ(T1f1, f1) = −γ.
Îòñþäà è èç íåðàâåíñòâî
((H0 − γT1)f, f) ≥ −γ(T1f, f) ≥ −γ, f ∈ L2[0, 1]2
ïîëó÷èì, ÷òî Emin(H0 − γT1) = −γ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìååì
((H0 − T2)f, f) = (H0f, f)− (T2f, f) ≥ −(T2f, f) ≥ −2
3
, f ∈ L2[0, 1]2.
Ñëåäîâàòåëüíî, èç γ ≥ 2
3
è â ñèëó òåîðåìû 3.3 èç [12℄ ïîëó÷èì, ÷òî Emin(H0− (γT1 +
T2)) = −γ. Ïîëîæèì bn = (23)n, n ∈ N. Òîãäà êàæäîå ÷èñëî ωn = γ + bn ÿâëÿåòñÿ
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà T = γT1 + T2 òàê, êàê
(Tfn)(x, y) = γ
1∫
0
ϕ0(s)ϕn(y)dν(s) +
1∫
0
k2(y, t)ϕ0(x)ϕn(t)dν(t) = γfn(x, y)+
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+bnfn(x, y) = (γ + bn)fn(x, y), n ∈ N.
Äëÿ îïåðàòîðà H0 ïîëó÷èì, ÷òî
(H0fn, fn) =
1∫
0
u(s)dν(s)
1∫
0
u(t)ϕ2n(t)dν(t) ≤
1∫
0
u(t)ϕ2n(t)dν(t) ≤ δn, n ∈ N.
Îòñþäà,
((H0 − γT1)fn, fn) ≤ δn − γ < −γ + (2
3
)n = Emin(H) + (T2fn, fn), n ≥ 2
ò.å. âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå èç òåîðåìû 4.3. Çíà÷èò, â ìîäåëè (8) íèæå íèæíåãî êðàÿ
ñóùåñâåííîãî ñïåêòðà ñóùåñòâóåò ýåêò Åèìîâà.
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